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Resolucdo

- O algoritmo Horn-SAT ¢é coerente e completo no sentido que decide
deterministicamente se um conjunto S de clausulas de Horn ¢é satisfazivel. Além disso
é bastante eficiente, sendo polinomial no numero de clasulas.

- Como vimos, demonstrar que uma formula € uma consequéncia tautolégica de um
conjunto de premissas, corresponde a provar, por absurdo, que o conjunto de
férmulas obtido pelas premissas e a negacéo da conclusao é insatisfazivel.

- Assim o algoritmo Horn-SAT permite demonstrar formulas e partir de premissas, ...
mas apenas se a representacao na forma CNF conduzir a clausulas Horn.

No caso geral, a forma CNF inclui varias clausulas ndo-Horn e o algoritmo determinista
Horn-SAT nao pode ser aplicado.

Para o caso geral pode usar-se o sistema R de resolugao que utiliza apenas uma regra
de inferéncia — a resolucao.

Antes de definir essa regra convém relembrar os conceitos e terminologia utilizados.
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Regra de Resolugado

Clausula: Uma clausula € uma disjuncéao de literais.
Literal: Um literal € um atomo (férmula atémica) ou a sua negacao.
Exemplo: A clausula -=A v B v =C tem 1 literal positivo (B) e dois negativos (-A € =C)

Regra de Resolugao:

- A partir de duas clausulas C; e C, em que uma contem um literal positivo L e outra o
literal negativo L, pode inferir-se outra clausula, denominada resolvente, composta
por todos os literais de C; e de C, , excepto L e L.

Exemplo: As clausulas
-A v B Vv aC e -A v CvVvD>D
podem ser resolvidas em ordem a C obtendo-se a clausula resolvente
-AvVBV-AVD
que se pode simplificar para
-A v BvD>D
Nota: Um clausula pode ser definida como um conjunto de literais, o que torna
“automatica” a sua simplificacdo, isto é
-AVvVBvVvY-AvVvD={-A, B, D}
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Coeréncia da Resolugdo

Teorema : A regra de resolucao € coerente

- Este teorema declara que para todas as interpretacdes em que as clausulas resolvidas
sejam verdadeiras a resolvente também o é.

- A sua demonstracdo € imediata. Considerem-se as duas clausulas
AV O e -A V VY

em que ¢ e y sao clausulas arbitrarias. Ora o atomo A ou € verdadeiro ou € falso. Logo,
» Se A for verdadeiro entdo y também é verdadeira.
« Se A for falso, entdo ¢ tem de ser verdadeira.

- Desta forma ou ¢ ou y sdo verdadeiras e portanto a clausula ¢ v y é verdadeira,
ficando assim demonstrada a coeréncia da regra da resolucao.
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Sistema de Resolucdo R

Sistema de Resolucao Rp
 Sistema de Resolucdo Ry (proposicional) tem as seguintes caracteristicas:

1. Deduz uma férmula ¢ de premissas ® ( @ |- ¢ ) por absurdo, isto € demonstra que o
conjunto ® U {-¢} € insatisfazivel, deduzindo a contradi¢gdo L a partir do conjunto de
formulas ® U {-0o}.

2. Todas as férmulas utilizadas sao clausulas, ou seja disjuncbes de literais, se
necessario convertendo as férmulas ® U {-¢} na forma CNF.

3. A unica regra de inferéncia utilizada € a resolugéao .

Nota: No contexto do sistema R, a contradicdo 1 é obtida através de uma clausula
vazia. De facto, L obtém-se de duas clausulas A e -4, e portanto a clausula resolvente é
vazia, isto é, ndo contem nenhuns literais. Esta clausula vazia, é geralmente denotada
pelo simbolo [].
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Resolucdo

- Alguns exemplos simples permitem perceber que a regra de resolugao permite
implementar algumas regras de inferéncia conhecidas

Modus Ponens: {A —» B, A} |- B

1. -A Vv B
2. | A
3. -B
4 -A
5 []

Res 1, 3
Res 2, 4

Modus Tolens: {A > B, =B} |-g-A

o WD R

Raciocinio Hipotético: {A > B, B > C } |- A > C

-A Vv B
-B v C

S oy oW R

A

-C
B
C
[]

Res 1, 3
Res 2, 5
Res 4, 6

-A VvV B

-B

A

B Res 1, 3
] Res 2, 4
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Resolucdo Linear

- De notar que a regra de resolucao nao permite resolver duas clausulas em mais do que
um literal. Caso contrario a regra nao seria coerente.

- O exemplo abaixo ilustra claramente a situacao

(A & -B} |- C 222

1. | -Av-B

2.| AV B

3.| =C

4. ] Res 1, 2 2?2?27

- Podemos agora ilustrar o funcionamento do sistema de Resolucdo com um exemplo
mais complexo
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Sistema de Resolucdo

Exemplo: {-~(BvC) & (AAD)), A — B, -AVD} |-g -A

Passo 1: Criar as clausulas a partir das premissas e negacao da conclusio.
- (BvC) < (AAD)) &
((BVC)V(AAD)) A (= (AAD)V = (BVC)) @
(BvCvA) A (BvCVD) A (mAv-D)V (=B A-C)) &«
(BvCvA) A (BvCVD) A (-Av-Dv-B) A (-Av-Dv-C) &«
(AVvBvC) A (BvCvD) A (mAvAaBv=D) A (=Av-ACv-D)

- Ficamos pois com as clausulas
AvVv B v~ _C
Bvc_C vD>D
-A v =B v =D
-A v -C v =D
para além das clausulas correspondentes as outras premissas
-A Vv B
-A v D
e da clausula correspondente a negacao da conclusao
A
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Sistema de Resolucdo

- Uma vez obtidas as clausulas, pode fazer-se a demonstracao por resolugao.

1. | AvBVC

2. BvCvD

3. —-Av-Bv-D

4., —-Av~Cv-D

5. —-AVB

6. -AvD

7. A

8.| D Res
9. =Av-D Res
10.| =D Res
11, O Res

—-Av-Bv-D —-AVB

9
—AVD A g —~Av-D A
D -D
11
[]
6, 7
3, 5
7, 9
8, 10

- De notar que esta demonstragcao nao € unica.

- Além disso, ndo segue uma heuristica 6bvia para escolher em cada passo as clausulas
a resolver, obrigando a uma visao global de todas as clausulas para decidir o que fazer.

- No entanto existe uma estratégia de resolugao, a resolucao linear, que limita as
escolhas a fazer e permite uma implementacido computacional mais adequada.
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Resolucdo Linear

- Na resolucao linear, uma das clausulas a resolver € a ultima obtida. Por exemplo,

1. | AvBVC
2. | BvCvD A —AVB .
3. —-Av-Bv-D B Av-Bv-D
9
4., —-Av~Cv-D —Av—D —AVD
5. —-AVB 10
6. -AvD -A A
7. | A - 11
8. B Res 7, 5
9. -Av-D Res 8, 3
10.| -A Res 9, 6
11. | [ Res 10, 7
- Nota: Pode haver mais de uma demonstracao linear. A -AvD
8
D —-Av-Bv-D
9
8. D Res 7 ’ 6 —-Av—B A
9. | -Av-B Res 8, 3 = 10
10.| =B Res 9 ’ 7 i R 11
11.| -A Res 10, 5 -A A 15
11.| O Res 11, 7 (]
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Completude e Coeréncia do Sistema Rp

- Como observado no exemplo, existem normalmente varias possiveis sequéncias de
demonstracao da clausulas vazia.

- Nos exemplos conseguimos sempre obter a clausula vazia sempre que as clausulas
iniciais fossem contraditérias. No entanto coloca-se a questdo de saber se isto é
sempre possivel, isto € se o sistema Rp € completo. Esta questao € resolvida pelo
seguinte

Teorema: O sistema Rp € coerente e completo.

A demonstracao de que o sistema Rp é coerente € imediata. A unica regra utilizada € a
regra da resolucao e vimos atras que a regra € coerente.

A demonstracdo de que Rp é completo pode ser feita por inducdo, no numero de atomos
existentes no conjunto S de clausulas insatisfazivel (contraditérias).

Passo Base: Se S s6 contem um literal e é insatisfazivel, entdo a clausula vazia é obtida
por resolucao.

- Para ser insatisfazivel, S tem de ser {A , 7A} pelo que resolvendo as duas clausulas se
obtém a clausula vazia.
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Completude e Coeréncia do Sistema R

Passo de Inducao: Se se obtém a clausula vazia por resolugdo num conjunto
insatisfazivel de clausulas S,, com n atomos distintos, entdo a clausula vazia também se
obtém por resolucdo dum conjunto insatisfazivel, S,+, com n+1 atomos distintos.

A demonstracdo desta clausula faz-se obtendo uma cobertura de S,+1 por dois conjuntos
de clausulas X, e X5, ou seja por conjuntos tais que X U X, = S,+1 € demonstrando que
I.  existe um conjunto X, < S,,, com n atomos distintos, que & insatisfazivel; ou
ii. aplicando resolugdo a X; / X, se podem obter clausulas constituidas
exclusivamente pelos atomos A +q/ A 41,
Uma vez demonstrados estes pressupostos, € facil de ver que aplicando resolugao ao
conjunto S+ se pode obter a clausula vazia. Com efeito,

i.  Neste caso, pela hipotese de inducao, a clausula vazia € obtida, pois o conjunto
Xo < S, s6 contem n atomos distintos:

ii. Neste caso, juntam-se as duas demonstragcdes onde se obtém as clausulas A+
a partir de X4 e 7A,+1 5 partir de X, , resolvendo-se essas clausulas entre si, assim
se obtendo a clausula vazia.
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Completude e Coeréncia do Sistema R

Demonstremos agora os pressupostos anteriores. Os conjuntos X; e X, que constituem
uma cobertura de S,,+4 sdo construidos da seguinte forma:

« X* & composto por todas as clausulas que contém o literal Ap.4.

« X~ € composto por todas as clausulas que contém o literal 7 A4,

« X, € composto por todas as clausulas que nao contém os literais A+ € 7 Apeq-
e Xi=XtuX, eXo=X UX,

Exemplo (em que C é o atomo A, +q)
S3={AvB,AVC,Av-BvV-aC, -AV B, =AYV -B}
Xt={A v C} ;

X={A v -B v C} ;

Xo={A VB, -AV B, -A VvV -B};
Xi={AvcC, AVB, -AV B, -AV =B}
X,={Av-Bv-aC, AVvB, -AV B, =AV =B}
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Completude e Coeréncia do Sistema R

Exemplo:
S3={AvB,AVC,Av-BvV-aC, -AV B, -AV -B}
Xt={aA v C} ;
X={A v -B v C} ;
Xo={A VB, -AV B, -A VvV -B};
Xi={AvcC, AVB, -AV B, -AV =B}
X,={Av-Bv-aC, AVvB, -AV B, =AV =B}

Naturalmente, se o conjunto X, for insatisfazivel, quer X, quer X, sao insatisfaziveis. Mas
neste caso, como X, tem apenas n atomos, pela hipotese de inducédo a clausula vazia
pode ser obtida.

No exemplo acima, o conjunto X, ndo ¢é insatisfazivel. Com efeito ele € satisfeito para a
interpretacdo{A =F,B=V}.

Neste exemplo, deveremos entao provar que de X; se obtem a clausula C e de X, se
obtem a clausula =C, pelo que resolvendo-as se obtem a clausula vazia.
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Completude e Coeréncia do Sistema R

Exemplo:
S3={AvB,AVC,Av-BvV-aC, -AV B, -AV -B}
Xt={aA v C} ;
X={A v -B v C} ;
Xo={A VB, -AV B, -A VvV -B};
Xi={AvcC, AVB, -AV B, -AV =B}
X,={Av-Bv-aC, AVvB, -AV B, =AV =B}

Sendo S,.4 insatisfazivel e quando, como é o caso, o conjunto X, ndo é insatisfazivel,
entao
« a atribuicdo do valor Va A,+ (C =V no exemplo), torna X, insatisfazivel; e
« a atribuicdo do valor F a A,+1 (C = F no exemplo), torna X, insatisfazivel.
De facto,
«se C =V, as clausulas de X* tornam-se todas Verdade e como X, ndo é
insatisfazivel, entdo a insatisfazibilidade de S, tera de ocorrer no conjunto X,, e
«se C =F, as clausulas de X~ tornam-se todas Verdade e como X, ndo é
insatisfazivel, entdo a insatisfazibilidade de S, tera de ocorrer no conjunto Xj.
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Completude e Coeréncia do Sistema R

Exemplo:
S3={AvB,AVC,Av-BvV-aC, -AV B, -AV -B}
Xt={aA v C} ;
X={A v -B v C} ;
X°={A Vv B, -AV B, -A v -B};
Xi={AvcC, AVB, -AV B, -AV =B}
X,={Av-Bv-aC, AVvB, -AV B, =AV =B}

- Consideremos os conjuntos Y4 / Yaresultantes de se apagarem os literais Ap+q / 7Ansq
das clausulas de X; / X, No exemplo, (em que C é o A+ ) teriamos
Yi={A , Av B, -A Vv B, -A v B}
Y,={A v =B , Av B, =.A Vv B, -A v =B}

- Se assumimos A,+1=V entdo A1 = F, e o0 valor de verdade das clausulas de Y, ndo
se altera em relacdo a X, ; logo se X, € insatisfazivel, Y, também o é.

- Se assumimos A,+1 = F entdo o valor de verdade das clausulas de Y4 ndo se altera em
relacdo a X, ; logo se X, € insatisfazivelY, também o é.
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Completude e Coeréncia do Sistema R

Exemplo:
S3={AvB,AVC,Av-BvV-aC, -AV B, -AV -B}

Xi={avc_C, AVBEB, -AV B, -AvV B}
X={Av-Bv-C, AVvB, -.AvV B, -AV B}

Yi={A , Av B, -.Av B, -A v -B}
Y,={A v =B , Av B, -.A v B, -A v B}

- Mas como Y,/ Y, contém apenas n literais (os literais Ay+1 € AL+ foram apagados de
X4 / X5 ) a hipbtese de inducido garante que de ambos os conjuntos Y4 / Y, se pode
obter, por resolucao, a clausula vazia.

- Mas se nas demonstracoes utilizadas substituirmos as clausulas de Y4 / Y, pelas
correspondentes de X, / X, o que obteremos s&o os literais Ap+q € 7An+q, POIS Serao
usadas clausulas que os contém e eles nado podem ser resolvidos com os literais
complementares.
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Completude e Coeréncia do Sistema R

Exemplo:
- O raciocinio anterior pode ser ilustrado com o conjunto insatisfazivel

S3={AvB,AVC,Av-BvV-aC, -AV B, -AV =B}

a partir do qual se construiram os conjuntos
Xi={Aavc_C, AVBEB, AV B, -AvV B}
X,={Av-Bv-aC, AVvB, -AV B, =AV =B}

- No exemplo podem demonstrar-se a clausula C a partir de X4 e a clausula 7C de X..
1. A v =B

1. | A

2. A v B 2. AV B

3. -A Vv B 3. -A VvV B

4. —-A Vv =B 4. -A Vv -B

5 [-a Res 4, 3 5. -A Res 4, 3

6. Res 5, 1 6. -B v =C Res 5, 1
7. | A v AC Res 6, 2
8. Res 7, 5

- Como ambas as demonstracdes sdo feitas com subconjuntos de clausulas de S,
elas podem ser feitas a partir do conjunto S,,.4, assim se obtendo (de S,+¢) as clausulas
A,.+1 € 7A, 41 qQue, resolvidas, originam a clausula vazia, como se pretendia demonstrar.
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Completude e Coeréncia do Sistema R

- Exemplo:
S3={AvB,AVC,Av-BvV-aC, -AV B, -AV =B}

1. A
0. A v EC 2. AV B
1. A Vv B v =C 3. -A VvV B
2. AV B 4. -A v -B
3. | AV B - 5. |-A Res 4, 3
4. | -A v -B T - 6. Res 5, 1
5. | -A Res 4, 3 _-
6. C Res 5, 0 - 1. A v =B
7. | =-A Res 4, 3. 2.| AV B
8. | - Bv-aC Res 7, 1._ . 3. -A VvV B
9. A v =C Res 8, 2. o 4. | -A v =B
10.{ =C Res 9, 5-._ o 5. —A Res 4, 3
11.( O Res 10,6 - 6./ -Bv aC Res 5, 1
7.| A v =C Res 6, 2
8. Res 7, 5
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