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Resolucdo

Embora o método de deducgado natural simule de alguma forma tipo de raciocinio usado
pelas pessoas, o sistema DN nao € em geral adequado a uma implementacao de
raciocinio computacional.

De facto, existem muitas regras que podem ser usadas em cada passo de uma
demonstracdo. Se uma pessoa com algum treino consegue determinar qual o curso
mais adequado para prosseguir a demonstracao essa decisao obriga em geral a ter em
conta um grande numero de informacdes, ndo sendo facil especificar um algoritmo que
simule a estratégia usada.

Desta forma foram estudados métodos de demonstracdo alternativos e mais
adequados a uma implementagao computacional, quer para a Iégica proposicional quer
para a logica de predicados (com quantificadores).

De entre este, realcamos o0 método de Resolugao.

Neste método, e no sistema associado R, a variedade de formulas utilizadas e o0 o
numero de regras de inferéncia é reduzido a um minimo de forma a facilitar a sua
implementacao.
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Resolugdo Proposicional

- Comecando pelo caso proposicional (sem igualdade nem quantificacdo). Neste
contexto pretende-se estudar a validade de argumentos do tipo

{ Pl/ P2/ LI 4 Pn} |=G

em que as varias premissas P; e a conclusdo C sido FPOs, isto &, formulas de primeira
ordem n&o quantificadas nem contendo o predicado de igualdade.

- A primeira caracteristica do sistema R (de Resolucdo) é utilizar a refutagao como
método de demonstragdo. A refutacido ndo é mais do que a reducido ao absurdo da
negacgao da conclusao.

- Assim, em vez da demonstracao acima, o sistema ‘R faz a demonstracido equivalente:
{ P, P, ..., P,, 7 G} |- 1
Desta forma fazer uma demonstracao no sistema ‘R é demonstrar que a formula
F =4 P AP, A... AP,A G

é insatisfazivel!
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Resolugdo Proposicional

F=def PIAPZ A... APnAﬂG

- Uma vez definida a tarefa de demonstrar que a férmula F é insatisfazivel, uma segunda
caracteristica do sistema de resolucdo R é o de se aplicar apenas a féormulas na sua
Forma Normal Conjuntiva (CNF).

- Em abstracto, nao distinguindo as premissas da negacao da conclusdo e convertendo
a formula F para CNF, o sistema de Resolucao permite determinar a satisfazibilidade

de uma férmula
F =43¢ C; AC, A... A C,
em que os varios C;s sao clausulas do tipo
A, VA,V ... V A

e em que os varios A;js séo literais, isto € formulas atomicas (atomos) ou a sua
negacao, respectivamente denominados de literais positivos ou negativos.

Antes de estudar o sistema R, analisemos a dificuldade do problema de determinar a
satisfazibilidade de uma férmula CNF.
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Satisfacdo Booleana - SAT

F =4+ C; AC, A... AN C,
Satisfacao Booleana 1:

- O problema de Satisfacao Booleana (abreviado vulgarmente para SAT) consiste em
verificar se é possivel descobrir uma interpretacdo dos atomos que ocorrem numa
féormula CNF de forma a torna-la verdadeira.

- Como a féormula F € uma conjuncao de clausulas, o problema SAT pode ser
reformulado como

Satisfacao Booleana 2:

- O problema de Satisfacao Booleana consiste em verificar se € possivel descobrir uma
interpretacao que satisfaca um conjunto de clausulas

{Clr C2/--- /cm}

isto é, determinar uma valoracdo dos atomos que ocorrem nas clausulas C; de forma a
torna-las todas verdadeiras.
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Decidibilidade de SAT

S={C1/ C2/---/Cm}

- Naturalmente o problema SAT é decidivel, isto é, é sempre possivel em tempo finito
determinar se o conjunto de clausulas C é satisfazivel.

- Tudo o que ha a fazer € usar o método das tabelas de verdade, e analizar todas as
possiveis interpretagcdes ou valoracoes, isto é todas as combinacdes de atribuigcdes dos
valores { V , F} aos atomos das clausulas.

- Por exemplo o conjunto S4 = { AvC, = AV 2B, BV = C } é satisfazivel.
Na tabela de verdade abaixo, varias linhas correspondem a interpretagcdes que
satisfazem as clausulas, nomeadamente as linhas 4 e 5.

# |A B C AV C|-AV-B BV -C
O T A T A | I Voo F o Voo
2 |\ vV vV O F N Vo F o Voo
3|V F Vv vV v F

S R L . | S Vo Vo] Voo
5| F v v = Vo Vo Voo
6 | F v F || F Voo Voo
7| F_F v Voo Voo F o
8 | F F F F \Y; \Y;
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Decidibilidade de SAT

S={C1/ C2/---/Cm}

-JaoconuntoS2={-AVC,AVB, -AVaC, AV o B} éinsatisfazivel
como se pode observar na tabela abaixo.

# A B C - AVEZC A VB -AV-C|AV-aB
1|v. v v Voo v o F Voo
2 (v v F Il R T N A A
3 |V F v U N Foi Voo
a v F FE Fooo (2 A A Voo
5 [ F v v Voo A S A Fo
6 | F v F | A R A Foo
7 F F vl Voo R V.oV
8 F F F \Y; F \Y; Y,

Em qualquer linha da tabela, uma das clausulas é falsa, pelo que ndo ha interpretacoes
que satisfagcam o conjunto de clausulas.
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Complexidade de SAT

S={C1/ C2/---/Cm}

Sendo o problema decidivel, é conveniente saber qual a sua complexidade, isto € o
“tempo” necessario para resolver uma instancia do problema.

Claramente, e no pior caso, o problema pode ser resolvido por analise de todas as
linhas da respectiva tabela.

Havendo n atomos, existirdo 2" linhas, e portanto a complexidade nao € pior que O(2"),
isto € o problema pode ser resolvido num numero de passos exponencial no numero
de literais.

De facto, consegue-se demonstrar que este problema é representativo de uma classe
de problemas, denominados NP-Completos, para os quais ndo se descobriu, € ndo se
espera descobrir, qualquer algoritmo que permita resolver qualquer instancia do
problema em tempo polinomial (isto € de complexidade O(nk), em que k € um inteiro).

No entanto, € facil verificar uma solucdo em tempo polinomial. No caso de SAT,
havendo m clausulas, essa verificagdo pode ser feita uma a uma, em tempo O(m).
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Complexidade de SAT

- A tabela abaixo mostra uma comparacao dos tempos necessarios para resolver
problemas de complexidade polinomial, O(n¥), e exponencial, O(k"), assumindo que
cada um dos passos de resolucio é feito em 1 ns.

n': Pesquisa de elemento num vector; n2: Ordenagao de um vector; n3: Multiplicacido de matrizes

n 10 20 30 40 50 60 70

ni 10 nseg | 20 nseg | 30 nseg | 40 nseg | 50 nseg | 60 nseg 70 nseg

nZ | 100 nseg (400 nseg|900 nseg| 1.6 useg | 2.5 useg| 3.6 useg | 4.9 useg
n3 1useg | 8useg | 27 useg | 64 useg (125 useg| 216 useg | 343 useg
2n luseg | 1mseg | lseg | 18 min | 13 dias | 37 anos |37 Kanos

- O facto de um problema ser NP-completo ou polinomial tem profundas implicacées na
abordagem a sua resolucédo, e em geral impde restricdes bastante fortes ao tamanho
dos problemas que podem ser resolvidos em “tempo util”.

- Apesar desta complexidade existem casos especiais em que o problema SAT se pode
resolver em tempo polinomial. Um desses casos ocorre quando num problema todas as
clausulas sao clausulas de Horn.
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Horn - SAT

Clausulas de Horn
Um clausula é de Horn se contém no maximo um literal positivo.

- Por exemplo

A € uma clausula de Horn Positiva (facto)
* A Vv aB € uma clausula de Horn Negativa (golo)
AV -aBv 1CvVvaDb € uma clausula de Horn Mista (regra)
A VB nao € uma clausula de Horn

- Clausulas de Horn podem ser escritas na forma de regras, em que uma conjuncao de
atomos (o corpo da regra) implica outro atomo (a cabeg¢a da regra). Em particular,
regras cujo corpo € o atomo T (verdade) correspondem a factos e regras cuja cabeca é
o atomo 1 (falso/absurdo) correspondem a golos (questdes).

A« T Facto: A é verdade
cl«< A AB Golo: E Falso que A e B sejam verdade ?
A<« BACAD Regra: A € verdade se B, C e D o forem
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Algoritmo Horn - SAT

Algoritmo Horn-SAT

Para verificar se existe um modelo para uma conjunto S de clausulas Horn (isto €, uma
interpretacao ou valoracédo dos seus atomos que tornem as clausulas todas verdadeiras)
pode ser usado o seguinte algoritmo:

1. Incluir num conjunto I, todos os factos (cabecas de regras cujo corpo é T).

2. Enquanto existir uma regra (ainda ndo “marcada”) em que todos os atomos do
seu corpo estejam incluidos em |

a) Se a cabeca da regra for um atomo H (# 1), entdo incluir esse atomo em |,
marcar essa regra, e voltar a 2.

b) Se a cabeca da regra for o atomo L, entdo terminar o algoritmo: S ndo é
satisfazivel .

3. S é satisfazivel e um seu modelo M é obtido atribuindo o valor Verdade a todos
os atomos de | e o valor Falso a todos os restantes atomos de S.
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Algoritmo Horn-SAT

Exemplo Horn-SAT 1

1. E«< CAD 1. EvaCvVva-AabD
2. C«< A AD 2. Cv~aAvaAabD
3. F« AAC 3. Fv-aAv-aC
4. A « T 4. A
5. D « T 5. D
6. L« E 6. = E
1. Inicializa-se uma interpretacdo | com os factos 4 € 5: 1 = { A, D}.
2.i Aregra2é “marcada’ e o literal C é adicionado a interpretacédo: | = { A, C, D}

2.ii As regras 1 e 3 sdo “marcadas” e os literais E e F adicionados: | = { A, C, D, E, F}
2.iii E selecionada a regra 6 cuja cabeca é o atomo L. Logo
« O conjunto S nao ¢é satisfazivel!

» Fica provado o golo E : E é consequéncia tautoldgica do conjunto S, isto € da
Base de Conhecimentos constituida pelos factos e regras de S.
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Algoritmo Horn-SAT

Exemplo Horn-SAT 2

1. E«< CAD 1. EvaCvVva-AabD
2. C«< A AND 2. Cv-aAvaab
3. F« A AC 3. Fv=aAva-aC
4. A <« B 4. A v - B
5. A « T 5. A
6. D « T 6. D
7. L« B 7. = B
1. Inicializa-se uma interpretacdo | com os factos 5e 6: | ={A, D}.
2.i Aregra2é “marcada’ e o literal C é adicionado a interpretacédo: | = { A, C, D}

2.li Asregras 1 e 3 sdo “marcadas” e os literais E e F adicionados: | = { A, C, D, E, F}

3. Nenhuma outra regra (3 ou 6) € selecionada. Logo
« O conjunto S ¢é satisfazivel, pelo modelo M ={ A, 7 B, C, D, E, F}.

* Nao se prova o golo B: B nao € consequéncia tautologica dos factos e regras da
Base de Conhecimento incluida em S. De facto, existe uma interpretacao, M, que
satisfaz os factos e regras de S mas em que o atomo B ¢ falso.
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Correcgdo do Algoritmo Horn-SAT

- Para provar a correccao do algoritmo Horn-SAT é conveniente considerar o conjunto de
atomos a que foi atribuido o valor verdade em cada “fase” do algoritmo. Mais
especificamente podemos definir indutivamente os conjuntos T; da seguinte forma

« Clausula Base: T, é o conjunto {T}
« Clausula de Indugao: T;+4 € 0 conjunto de atomos de T;unido com os literais que
estao na cabeca de regras em que todos os atomo do seu corpo estejam em T;.

To ={T}

1. E«< CAD
T1={T!A5D} 2. C«< A AND
T,={T, A, D, C} 3. F«< AAC
T,={T,A,D,C,E,F} g ?];<—I

. —
T.={T,A,D,C,E,F, 1} A

Tk=T4 (k >4)

- Como se verifica no exemplo acima, temos
* Vi Ti Cc Ti+1
» A sequéncia de conjuntos Ti é finita: AN Yk (k >N — T, =Ty). N =4 no exemplo.

» A nao satisfagcdo de S corresponde a inclusdo do atomo L no conjunto Ty,
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Correcgdo do Algoritmo Horn-SAT

- A correcgao do algoritmo Horn-SAT corresponde a garantir que um conjunto S de
clausulas Horn é satisfazivel sse o algoritmo nao parar no passo 2.b ou seja:

Teorema: S ¢é satisfazivel sse o conjunto Ty nao contiver o atomo.l .
- A condicao necessaria pode ser provada por inducao.
=> Se S é satisfazivel, entdo o atomo L ndo pertence a Ty.

Passo Base: Se S for satisfazivel, entdo o conjunto Ty ndo contem o atomo L.
- Por definigao de T,.

Passo de Inducao: Se S for satisfazivel e o conjunto T; ndo contiver o atomo L, entdo o
conjunto T,y também nao o contém.

- Qualquer atomo H de T;,4 que ndo seja elemento de T; € obtido pela aplicagdo de uma

regra de S da forma
H <« Bl VAN B2 AN...ANA Bk

em que todos os atomos B ... B pertencem a T; e portanto tém de ser verdadeiros em
qualquer interpretacado que satisfaca S. Mas entdo tera de ser H # 1, caso contrario
existiria uma clausula -~ B; v = B, v...Vv a B, que ndo seria satisfeita, contrariamente
a hipotese de ser S satisfazivel. Logo o atomo L ndo pertence a T;4q.
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Correcgdo do Algoritmo Horn-SAT

Teorema: S ¢é satisfazivel sse o conjunto Ty nao contiver o atomo.l .
- Passemos agora a condicao suficiente.
<= Se o0 atomo L n&o pertence a Ty entdo S é satisfazivel.

- Se o0 atomo L n&o pertence a Ty entdo qualquer interpretacdo M que apenas torne
verdadeiros os atomos que pertencem a Ty satisfaz S. Com efeito, qualquer clausula

de S na forma
H«<T & H

é satisfeita, pois o atomo H pertence a T{ e T4 < T, ... € Ty. Por outro lado, todas as
clausulas de S da forma

J_(—Bl/\Bz/\.../\Bk<:> ﬁBl\/_le\/...VﬁBk

também sao satisfeitas pois, por construcdo do modelo M, € garantido que pelo menos
um dos B; € falso. Finalmente, as clausulas da forma

H« B; AB, A... ABp ® HVv-B; V- B,Vv...v- By

também sdo satisfeitas:
 ou porque todos os B;sao membros de um T; e entdo H € membro de T;,q c Ty;
 ou porque algum dos B; é falso.
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Complexidade do Algoritmo Horn-SAT

O algoritmo Horn-SAT tem complexidade polinomial, isto €, para um conjunto de
clausulas de Horn, com m clausulas e n atomos distintos, determina se S é satisfazivel
em tempo polinomial em m e n. Sem perda de generalidade pode assumir-se que:

« Existem k factos (0 < k < n), caso contrario S é satisfazivel (porqué?)
Neste caso, no primeiro ciclo do passo 2 o algoritmo analisara no maximo m-k

clausulas. Se incluir o atomo L em |, S ndo € satisfazivel e o algoritmo termina. Caso
contrario, no proximo ciclo havera m-k-1 clausulas para analisar e k+1 atomos em |.

Nos varios passos, 0 numero de clausulas a analisar sera pois m-k, m-k-1, ..., e
portanto o numero maximo de passos do algoritmo € m-k.

Em cada passo serdo analisadas até m-k clausulas (serdo menos se uma delas fizer
incluir o atomo 1L em S), portanto havera um maximo de (m-k)? avaliacoes.

Em cada avaliacao é verificado se os atomos do corpo da clausula (em numero de n,
no maximo) estdo no conjunto I, que tera no maximo n literais; logo a complexidade de
cada avaliacdo € inferior a nxn.

Assim, a complexidade do algoritmo Horn-SAT ¢ inferior a (m-k)?xn2? ou seja O(m?2n?).
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