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Axiomas do Mundo dos Blocos

- A linguagem do mundo dos blocos que temos utilizado, chamemos-lhe Tarski, foi
definida com os seguintes simbolos funcionais e predicativos:

Tarski = <SF, SP>
= SF =SF,

- Constantes: nomes que se podem dar a blocos
= SF,={a,b,c,d, ...}

= SP=SP,USP,U SP,

Predicados Unarios: Propriedades de tamanho e tipo dos blocos.
= SP, = { Cube, Tet, Dodec, Small, Medium, Large}

- Predicados Binarios: Igualdade e Relagdes de tamanho, tipo, posicao entre blocos
= SP, = { =, Larger, Smaller, SameSize, SameShape,
FrontOf, BackOf, SameRow, LeftOf, RightOf, SameCol, Adjoins}

- Predicados Ternarios: Bloco entre 2 blocos (os 3 blocos alinhados)
= SP, = { Between},
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Axiomas do Mundo dos Blocos

- Se a semantica associada aos predicados for axiomatizada, as inferéncias
correspondentes a consequéncias analiticas passam a ser consequéncias ldgicas das
premissas e dos axiomas de Tarski.

Axiomas de Forma

- Exclusividade: Nao pode haver um bloco com duas formas diferentes

- dx(Cube(x) A Tet(x))
- 3dx (Tet (x) A Dodec (x))
-~ 3dx (Dodec(x) A Cube (x))

- Exaustividade : Apenas existem os trés tipos de blocos

Vx(Tet (x) v Dodec(x) v Cube (x))

- Na linguagem Traski, existe um outro predicado, SameShape/2, que tem de ser
relacionado com este predicados unarios.
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Axiomas do Mundo dos Blocos

- Introducao de SameShape/2

VxVy((Tet(x) A Tet(y)) — SameShape (x,y))
VxVy((Cube(x) A Cube(y)) — SameShape (x,y))
VxVy((Dodec(x)A Dodec(y)) — SameShape (x,y))

- Eliminacao de SameShape/2

VxVy ((SameShape(x,y) A Tet(x)) -~ Tet(y) )
VxVy ((SameShape(x,y) A Cube(x)) - Cube(y) )
VxVy ((SameShape(x,y) A Dodec(x)) — Dodec(y))

- O predicado SameShape/2 corresponde a uma relagcado de equivaléncia, gozando das
propriedades reflexivas, simétrica e transitiva

vV x SameShape (x, x)
VxVy ( SameShape (x,y) — SameShape (y,x))
VxVy ((SameShape(x,y) A SameShape(y,z)) — SameShape(x,z))
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Axiomas do Mundo dos Blocos

- Axiomas semelhantes podem ser definidos para os tamanhos dos cubos.
Axiomas de Tamanho

- Exclusividade: Nao pode haver um bloco com duas tamanhos diferentes

-3dx (Small(x) A Medium(x))
-3dx (Small(x) A Large(x))

-3dx (Medium(x) A Large (x))

- Exaustividade : Apenas existem os trés tipos de tamanhos

Vx (Small(x) v Medium(x) v Large (x))

- Na linguagem Tarski, existe um outro predicado, SameSize/2, que tem de ser
relacionado com este predicados unarios.
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Axiomas do Mundo dos Blocos

- Introducdo de SameSize/2

VxVy((Small(x) A Small (y)) — SameSize(x,y))
VxVy((Medium(x)A Medium(y)) — SameSize(x,y))

VxVy((Large(x) A Large (y)) — SameSize(x,y))

- Eliminacao de SameSize/2

VxVy ((SameSize(x,y) A Small (x)) — Small(y) )
VxVy ((SameSize(x,y) A Medium(x)) - Medium(y) )
VxVy ((SameSize(x,y) A Large(x) ) - Large(y))

- Tal como o predicado SameShape/2, também o predicado SameShape/2 corresponde
a uma relacdo de equivaléncia, gozando das propriedades reflexivas, simétrica e
transitiva

V x SameSize (x,x)
VxVy ( SameSize(x,y) — SameSize(y,x))

VxVy ((SameSize(x,y) A SameSize(y,z)) — SameSize(x,z))
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Axiomas do Mundo dos Blocos

No caso dos tamanhos ha que considerar igualmente a ordenacao dos tamanhos
expressa na relagao Larger/2 (e Smaller/2).

Introdugao de Larger/2

VxVy((Medium(x) A Small (y)) - Larger(x,y))
VxVy((Large(x) A Small(y)) - Larger(x,y))

VxVy((Large(x) A Medium(y)) - Larger(x,y))

Eliminacao de Larger/2

VxVy ((Larger(x,y) — ( (Large(x) A Medium(y))
v (Large(x) A Small(y))
v (Medium(x) A Small(y))))

Equivaléncia de Larger/2 e Smaller/2

VxVy ( (Larger(x,y) o~ Smaller(y,x) )
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Axiomas do Mundo dos Blocos

- Para os predicados de posicdo ha que considerar as relacbes de equivaléncia
estabelecidas pelos predicados SameRow/2 e SameCol/2, com as suas propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva.

V x SameRow (x, x)
VxVy (SameRow(x,y) —» SameRow(y,x))
VxVy ((SameRow(x,y) A SameRow(y,z)) — SameRow(x,z))

vV x SameCol (x, x)
VxVy (SameCol(x,y) — SameCol (y,x))
VxVy ((SameCol (x,y) A SameCol(y,z)) — SameCol (x,z))

- Adicionalmente ha que estabelecer que dois objectos diferentes ndo podem ocupar a
mesma posicao

VxVy ((SameCol(x,y) A SameRow(x,y) ) - x = vy) )
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Axiomas do Mundo dos Blocos

Os predicados FrontOf/2, BackOf/2 e SameRow/2 gozam das seguintes propriedades:

Exclusividade

-dx3dy (BackOf(x,y) A SameRow(x,y))
-3dx3dy (BackOf(x,y) A FrontOf(x,y))
-3dx3dy (SameRow(x,y)A FrontOf (x,y))

Exaustividade:

VxVy (BackOf(x,y) v SameRow(x,y) v FrontOf (y,x))

O predicados BackOf/2 goza da propriedade transitiva.

VxVy ((BackOf(x,y) A BackOf(y,z) ) —» BackOf(x,z) )

O predicado FrontOf/2 € equivalente ao predicado BackOf/2 com os argumentos
trocados.

VxVy (FrontOf(x,y) -~ BackOf (y,x))
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Axiomas do Mundo dos Blocos

Os predicados RightOf/2, LeftOf/2 e SameCol/2 tém propriedades semelhantes.

Exclusividade

-dxdy (LeftOf(x,y) A SameCol (x,y))
-3dx3dy (LeftOf(x,y) A RightOf(x,y))
-3dx3dy (SameCol (x,y)A RightOf (x,y))

Exaustividade:

VxVy (LeftOf(x,y) v SameCol(x,y) v RightOf (y,x))

O predicados LeftOf/2 goza da propriedade transitiva.

VxVy ((LeftOf(x,y) A LeftOf(y,z) ) —» LeftOf(x,z) )

O predicado RightOf/2 é equivalente ao predicado LeftOf/2 com os argumentos

trocados.

VxVy (RightOf(x,y) -~ LeftOf(y,x))
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Axiomas do Mundo dos Blocos

- Os predicados Adjoins/2 e Between/3 requerem uma representacido mais completa
sobre o numero da linha e da coluna em que se encontra cada objecto.

- Apenas se apresenta abaixo um axioma definidor do predicado Adjoins/2

VxVy (Adjoins(x,y)) o
((row(x) = row(y) A col(x) = col(y)+1l ) v
(row(x) = row(y) A col(x)+1l = col(y) ) Vv
(row(x) = row(y)+l A col(x) = col(y) ) Vv

(row(x)+1 = row(y) A col(x) = col(y) ) ))

- Esta definicdo pressupde que a linguagem Tarski seja estendida, nomeadamente com
simbolos funcionais
= SF, - A constante 1
= SF, - Os simbolos funcionais row/1 e col/1.
= SF, — O simbolo funcional +/2

para além de alguma axiomatizacao da aritmética (propriedades da soma)
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Demonstracdes "Analiticas”

- A partir dos axiomas do Mundo de Blocos podem deduzir-se logicamente algumas
propriedades que anteriormente apenas se poderiam obter analiticamente.

- Por exemplo:
{ Larger (a,b), Medium(b) } |-py Large(a)
{ Tet (a) , Cube (b) } |-py @ # b
{ Larger(a,b) , Larger(b,c) } |-, Large(a)
{ Larger(a,b) , Larger(b,c) } |-, Medium(b)
{ Adjoins(a,b) , LeftOf(a,b)} |-,, SameRow(a,b)

{Between(a,b,c) , LeftOf(a,b)} |-, RightOf(a,c)

No entanto estas demonstracbes sido bastante “entediantes” como se pode ver no
primeiro caso (os outros ficam para exercicio)
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Demonstracdes "Analiticas”

Exemplo: {Larger (a,b) , Medium(b)} |=,, Large(a)
(Larger (a,b) A Medium(b)) - Large(a)

1.| Larger(a,b) A Medium(b) Elim V: Axioma &

2.| Larger(a,b) Elim - : 2, Axioma’

3. (Large (a) A Medium(b))v (Medium(a) ASmall (b)) v (Large(a)A Small (b))

4, Large (a) A Medium(b)

5. Large (a)

6. Medium(a) A Small (b)

7. Small (b)

8. Medium (b)

9. Ix (Small(x) A Medium(x)) Intr 3 : * 7 & 8"
10. L Intr 1 : 9, Axioma
11. Large (a) Elim 1 : 10
12. Large(a)A Small (b)

13. Large (a)
14.| Large(a) Elim v : 3, 4-5, 6-11, 12-13
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Métodos de Demonstracdo com Quantificadores

Exemplo: Ordem de Quantificadores 1

Jdy Vx @(x,y) - Vx Iy ¢ (x,y)

Se existe um bloco junto a todos os blocos, entdo todos os
blocos tém um bloco junto deles!

1. |3x Vy Adjoins(x,y)

2. a: Vy Adjoins(a,y)

3. |b:

4: Adjoins (a,Db) Elim V:

5. dx Adjoins(x,b) Intr 3:

6. Vy 3dx Adjoins(x,y) Intr V: 3 - 5

7. IVy dx Adjoins(x,y) Elim 3: 1, 2 - 6

- Mas sera que existe um bloco “junto a todos os blocos” ?
- Sera que esse bloco esta junto a si proprio?
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Métodos de Demonstracdo com Quantificadores

Exemplo: Ordem de Quantificadores 2

dy Vx o(x,y) - Vx Iy ¢ (x,y)

- O problema ndo esta na demonstragdo mas sim na premissa que viola os axiomas de
posicdo. A mesma demonstracdo sera valida com um predicado reflexivo, como por
exemplo para o predicado NearO£f/2 definido como:

VxVy (NearOf (x,y) < (Adjoins(x,y) Vv x = vy))

1. |dx Vy NearoOf (x,y)

2. a: Vy NearOf(a,y)

3. |b:

4: NearOf (a,b) Elim V: 2

5. dx NearOf (x,b) Intr 3:

6. Vy 3dx NearOf (x,y) Intr V: 3 - 5

7. |Vy dx NearOf (x,y) Elim 3: 1, 2 - 6
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Métodos de Demonstracdo com Quantificadores

Exemplo: Ordem de Quantificadores 3

- (Vx ay cp(XIY) i ay Vx CP(X,Y) )

Se todos os blocos tém um bloco ao pé de si, sera que existe
um bloco ao pé de todos os blocos?

- Claramente a resposta € nao! E no entanto uma demonstracdo “errada” consegue
provar este resultado.

1. | Vx 3y NearOf (x,y)

2. | a: Vx NearOf (x,a)

3. ‘ dy Vx NearOf (x,y) Intr J: 3

4. | dy Vx NearOf (x,y) Elim 3: 1, 2 - 3

- O erro esta na hipdtese utilizada, que atribui um nome a uma variavel que esta
quantificada existencialmente, mas em que o quantificador ndo é o primeiro da férmula
utilizada!
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Métodos de Demonstracdo com Quantificadores

Exemplo: Paradoxo do Barbeiro

Numa aldeia existe um barbeiro que barbeia todas as pessoas que

nao se barbeiam a si proprios, e apenas essas pessoas.

- Na realidade nao pode existir tal situacao como se prova na demonstragcao seguinte:

1. dx (B(x) A Vy (- B(y,y) - B(x,y)))
2. b: B(b) A Vy (- B(y,y) - B(b,y))
3. Vy (= B(y,y) - B(b,y)) Elim A 2
4. -B(b,b) -~ B(b,b) Elim V : 3
5. | B(b,b)
6. -~ B(b,b) Elim - 4,5
7. 1 Intr L : 4,5
8. -B (b,b) Intr - 4,5
9. B(b,b) Elim — : 4,8
10. 1L Intr L : 8,9
11.| |1 Elim 3 : 1, 2 - 10
12.| =3x (B(x) A Vy (-B(y,y) - B(x,y))) Intr - : 1 - 11
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Sistema de Dedugdo Natural: Coeréncia e Completude

- O sistema de Deducao Natural DN apresentado contem regras de inferéncia de
introducéao e eliminacao de operadores e quantificadores nomeadamente

A Conjuncao - Negacao — Implicagao
v Disjuncao 1 Contradicdo <> Equivaléncia

= Igualdade
Vv Q. Universal
3 Q. Existencial

- Adicionalmente verificamos que o sistema T, correspondendo ao sistema DN restrito
aos 6 operadores iniciais {A, v, =, 1, —, <> } € coerente e completo isto &, qualquer
féormula bem formada escrita com esses operadores pode ser demonstrada através das
regras do sistema se e apenas se for uma consequéncia tautolégica das premissas.

- Coeréncia do sistema T:
» O sistema restrito de deducéo natural T, é tautologicamente coerente.

Q|- = D |=r @
- Completude do sistema T:
» O sistema restrito de deducao natural T, € tautologicamente completo.
Q® |=rp = D |-r¢
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Sistema de Dedugdo Natural: Coeréncia e Completude

- As limitagcOes de representacao e de regras de demonstracao do sistema T garantiam
que apenas se poderiam considerar universos (dominios de discurso) finitos.

- Neste contexto, e assumindo que as formulas atémicas tém apenas dois valores de
verdade possiveis {Verdade, Falso} existem um numero finito de valoracdes para um
conjunto de premissas envolvendo n formulas atdmicas, mais exactamente 2",

- Apesar de este numero crescer muito rapidamente com n, 2" € um numero finito, e
portanto € possivel avaliar em tempo finito se uma formula ¢ € uma consequéncia
tautolégica de um conjunto de premissas .

- No caso do sistema de Deducao Natural DN os pressupostos acima ja nao sao validos.
Em particular, férmulas quantificadas, mesmo que de tamanho finito, podem referir-se a
um conjunto infinito de objectos.

- Por exemplo, as formulas abaixo definem o conjunto (infinito) de numeros inteiros
= Integer (0)
" Vx (Integer(x) — 3dy (Integer(y) A suc(y,x)))
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Sistema de Dedugdo Natural: Coeréncia e Completude

- No caso do sistema de Deducao Natural DN os pressupostos acima ja nao sao validos.
Em particular um problema que se coloca € o de saber se sera possivel verificar em
tempo finito se uma férmula € ou ndo uma consequéncia légica de um conjunto de
premissas. “Infelizmente”, tal ndo € em geral possivel.

Teorema da Incompletude (de Godel)

Qualquer sistema com um poder de expressao pelo menos igual ao necessario para
axiomatizar a aritmética nao é decidivel, isto é, existem formulas ® e ¢ para as quais
ndo é possivel determinar, em tempo finito ou infinito, se @ |= .

- No entanto, em muitos casos de interesse, esta questao pode ser resolvida em tempo
finito (caso contrario, a aritmética ndo podia ter sido desenvolvida!).

- Nestes casos coloca-se a questao de saber se sera possivel obter demonstracoes
finitas de uma féormula @ a partir de um conjunto de premissas @, sendo estas formulas
todas FBFs de uma linguagem de primeira ordem.
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Sistema de Dedugdo Natural: Coeréncia e Completude

- De facto as propriedades de Coeréncia e Completude podem ser obtidas para o
sistema DN de Deducéao Natural, contendo as regras de introducao e de eliminacao dos
operadores

A Conjuncao - Negacao — Implicagao = Igualdade
v Disjuncao 1 Contradicdo < Equivaléncia Vv Q. Universal
3 Q. Existencial

O sistema DN é coerente e completo isto €, qualquer formula bem formada escrita com
esses operadores pode ser demonstrada através das regras do sistema se e apenas se
for uma consequéncia légica (FO) das premissas.

Coeréncia do sistema DN:
» O sistema restrito de dedugéo natural DN, € coerente logicamente (FO).

D |lpyep = D |=¢o @
Completude do sistema DN:
» O sistema restrito de deducéao natural DN, € completo logicamente (FO).
D |=po @ = D |-py @
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