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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

- Como vimos, o nivel a que se deve analisar a consequéncia (analitica, logica e
tautoldgica), tem em conta uma quantidade decrescente de conhecimento.

Exemplo 1:
Voo W
v * FO:
Vv e TT:
Exemplo 2:
v e TW:
v e FO:
X e TT:
Exemplo 3:
v e TW:
X * FO:
X o TT:

{Tet(a) v Tet(b), ~Tet(a)}l|=,; Tet(b)

{T(a) v T(b), ~T(a)}|=g, T(b)

{Av B,-A}|=,, B

{Tet(a) v Tet(b), -Tet(c), a = c}l=,; Tet(b)
{T(a) v T(b), -T(c), a = c}|=g T(b)

{A v B, -C, D}|=,, B

{Tet(a) v Tet(b), -Tet(c), a = c}|=;; =~ Cube(b)
{T(a) v T(b), -T(c), a = c}l=, - C(b)

{Av B, -C, D}|=,, - E
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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

- Como pode ser facilmente observado, qualquer formula que seja uma consequéncia
tautoldgica de um conjunto de premissas € igualmente uma consequéncia logica
dessas premissas, mas a inversa nao € verdadeira.

- Similarmente, qualquer formula que seja uma consequéncia Iégica de um conjunto de
premissas é igualmente uma consequéncia analitica dessas premissas, mas a inversa
nao eé verdadeira.
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Verdades Tautoldgicas, Logicas e Analiticas

Um caso especial de consequéncia ocorre quando o conjunto de premissas € vazio,
pois nesse caso a conclusao é consequéncia de qualquer conjunto de premissas!

» |ntuitivamente as premissas permitem eliminar linhas em que elas nao sejam todas
verdadeiras. Nao havendo premissas, ndo ha linhas e eliminar e a conclusdo devera ser
verdadeira em todas as interpretagdes!

|=x ¢ : As férmulas ¢ que sdo consequéncias, tautologicas, logicas ou analiticas, de um
conjunto vazio de premissas sao verdades tautoldgicas, légicas ou analiticas.

= Denotaremos estas propriedades por V-TT, V-FO e V-TW, respectivamente.
= As V-TT sdo vulgarmente denotadas por tautologias e as V-FO por necessidades légicas.

|=x —¢ : Identicamente, chamaremos falsidades tautolégicas, l6gicas ou analiticas,
as formulas ¢ cuja negacdo sejam consequéncias, tautologicas, l6gicas ou analiticas,

de um conjunto vazio de premissas.
= Denotaremos estas propriedades por F-TT, F-FO e F-TW, respectivamente.
= As N-TT (e as N-FO) sao geralmente denotadas por contradicdes (I6gicas).

|#x —¢ : Finalmente, chamaremos possibilidades tautologicas, logicas ou analiticas,

as formulas que néo sejam falsidades, tautoldgicas, l6gicas ou analiticas.
= Denotaremos estas propriedades por P-TT, P-FO e P-TW, respectivamente.
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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

- As formulas representando Verdades e Falsidades, tautoldgicas, logicas e analiticas,
tém naturalmente a mesma relagao de inclusao das respectivas consequéncias.
V-TT C V-FO C V-TW
F-TT C F-FO C F-TW
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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

- Ja as formulas representando Possibilidades tautoldgicas, logicas e analiticas, tém a
relacdo oposta de inclusao das respectivas consequéncias, pois sao os complementos
dos conjuntos de Verdades e Falsidades.

P-TW C P-FO C P-TT
F-TW O F-FO DO F-TT
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Verdades Tautoldgicas, Logicas e Analiticas

Exemplos:

« Large(a) v —Large(a)
L(a) v =L(a)
Lv-L

Dodec(b) A =Dodec(b)
D(a) A =D(a)
DaA-D

Large(a) v Smali(a)

::(a)sv S(a) P-TW e portanto P-FO e P-TT
\"

(Tet(a) v = Tet(b)) v-a=b

(T(@) v =T(b)) v-a=b V-FO portanto V-TW mas apenas P-TT
( Av B )v-l

Tet(a) A -Tet(b) Aa=b

V-TT e portanto V-FO e V-TW

F-TT e portanto F-FO e F-TW

(T(a) A =T(b)) A a=b F-FO portanto F-TW mas apenas P-TT
(A A=-B )al

* (Tet(a) v Cube(b) v Dodec(b)) v-a=b
(T(@) vC(b) vD(b)) v-a=b V-TW mas apenas P-FO e P-TT

(T v C vD ) v-l
 Tet(a) A Cube(b) Aa=b
T(a) A C(b) A a=b F-TW mas apenas P-FO e P-TT
T A C Al
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Equivaléncia de Formulas

- Em alguns casos sucede que nao s6 a formula ¢ é consequéncia (tautologica, l6gica ou
analitica) de outra formula ¢, como também ¢ € consequéncia de .

- Neste caso, dizemos que as férmulas ¢ e g séo (tautoldgica, l6gica ou analiticamente)
equivalentes.

P Q@ =gr Ol=0 A @|=¢

- Exemplificamos esta relacdo de equivaléncia entre formulas a nivel tautolégico com
alguns exemplos. Comegamos por um exemplo bem conhecido de uma das leis de de
Morgan

- (A Vv B) & -A A =B

A B - (A v B) -A A -B
\' \' \' F F
\' F \' F \'
F \' \' \' F
F F F \' \'
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Equivaléncia de Formulas

- De notar que em muitos casos a relacdo de consequéncia apenas se verifica numa
direccao. Por exemplo, temos que

A ANB |=AVB
mas

AVB|#AAB

A B (A v B) A A B
\'/ \'/ \"/ e e \'/
\'/ F \"/ ==f== F
F \"/ A"/ ==j== F
F F F ==f== F
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Formas Normais

- Se duas férmulas sao equivalentes elas representam proposicdes com o mesmo valor
de verdade, e podem ser consideradas formas diferentes de descrever uma mesma
proposicao.

- No entanto, algumas formas podem ser mais convenientes que outras para determinar
o valor de verdade de uma proposicao. Por exemplo para uma pessoa € mais facil
apreender o significado de

A AB A e B sao verdade
do que
- (-A v -B) E falso que ou A seja falso ou B seja falso

- Por outro lado, sera em geral util obter uma forma “canénica’ de duas féormulas para as
relacionar, nomeadamente para identificar imediatamente se elas representam a
mesma proposicao, ou se tém uma determinada propriedade.

- Em particular, certas formas sdo convenientes para determinados sistemas formais,
como veremos mais tarde.

- Neste sentido sdo definidas 3 tipos de formas “normalizadas”, mais vulgarmente
conhecidas como formas normais (NNF, CNF e DNF).
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Algebra de Boole

» Antes de estudar as formas normais e as regras para a sua conversao, € conveniente
considerar que as formulas que temos considerado podem ser consideradas como
elementos de uma algebra de Boole que inclui:

» 0s simbolos “0“ e “1“ (denotando respectivamente Verdade e Falso);

» e as operacgoes “=°, “A“ e “v* (denotando Negacao, Conjuncgao e Disjuncgao).
« Simbolos Proposicionais, (P, Q, ..) de uma assinatura =

- Nessa algebra sao validas varias regras de equivaléncia (que podem ser facilmente
verificadas através de tabelas de verdade).

- As regras seguintes permitem a “simplificacdo” de férmulas

En. Elemento Neutro Ea. Elemento Absorvente
Av (0 < A Avl] 1
AAN]l <= A AANOD =0
Id. ldempoténcia Tt/Ct. Tautologia e Contradicao
AVA < A Av -A &1
AANA & A AAN-A <=0

DN. Dupla Negagao
-- A < A
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Algebra de Boole

- As préximas regras permitem re-organizar as formulas (“eliminar os parenteses”) sem
alterar a sua estrutura

Cm. Comutacio
A vB < BV A
A ANB << B AA

As. Associacao
Av Bv_C) «© (AvB) vC =&« AVByvEC
AAN (BAC) © (AANB) AC ©« AANBAC

- Ja as regras seguintes alteram significativamente essa estrutura

dM. Leis de de Morgan
-(A VvV B) & -A A -B
-(A AB) & -A v -B

Di. Leis de Distribuicao
AAN (BVC)< (AANB) vV (AANDC
AV (BAC) << (AVB)A (AV Q)
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Algebra de Boole

- Além destas regras basicas, outras regras de equivaléncia podem ser uteis na
simplificagao de formulas Booleanas, nomeadamente as regras de

El. Eliminacao
Av (AANB) < A
AAN(AVB) <A

A v (A A B)

< (A A1) v (A A B)
< A A (1 v B)

< A A1

< A

Ab. Absorcgao
A AN (FRAVB) < AAB
AvVv (RAAB) << A VB

A v (-A A B)

< (A v -A) A (A Vv B)
<1 A (A v B)

< A V B
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