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Interpretacdo de Proposigoes Elementares

Em geral, proposicdes elementares correspondem a uma representacdo de factos
sobre o dominio em que se pretende aplicar a Logica de 12 Ordem (ou
Proposicional).

Sendo essa representacio sujeita a alguma subjectividade, a verdade ou falsidade
das formulas representando os factos devera ser estabelecida numa “interpretaciao”
ou “modelo” do dominio de aplicagao.

Por exemplo, a férmula

Alta (maria)

correspondendo a afirmacao “A Maria é alta”, ndao € necessariamente verdadeira ou
falsa, dependendo do contexto em que é feita.

Ora tendo a validade de argumentos (i.e. consequéncia logica) sido definida como
ocorrendo quando “a conclusdo € verdadeira sempre que as premissas forem
verdadeiras”, ela tera de ser formalizada mais rigorosamente a luz desta potencial
“subjectividade”.
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Interpretacdo de Proposigoes Elementares

Consideremos a linguagem L, composta por todas as féormulas de 12 ordem “simples”
que se podem escrever com uma assinatura £ = < SP, SF> em que SP € o conjunto
de simbolos predicativos e SF os conjunto de simbolos funcionais (incluindo
constantes).

Uma interpretagio J da Linguagem £, ou Valoragdo V é uma fungéo que atribui a
cada formula de £, o valor Verdade ou Falso. Escreveremos indistintamente

I:L,—>{VF} eV:L —{V,F

Uma interpretacao satisfaz uma férmula ¢ da linguagem L, sse a férmula for
verdadeira nessa interpretacao.

JI=¢p = I9)=V ou Vi=d < V)=V

A partida estas definicdes ndo levantam qualquer problema ja que a funcdo de
valoracao € perfeitamente arbitraria

E no entanto...
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Interpretacdo de Proposigoes Elementares

Exemplo
Consideremos a linguagem dos blocos L, restrita aos predicados Cube e Tet e a

constante a.
Para esta linguagem L, podemos considerar 4 interpretages distintas:

J,: {Cube(a) = T, Tet(a) =T }
J,:{Cube(a) =T, Tet(a) = F }
I,:{Cube(a) = F, Tet(a) =T }
J,:{Cube(a) = F, Tet(a) = F }

Nestas condigdoes as interpretacoes I, e I, satisfazem a formula Cube(a) e as
interpretacdes I; e I nao a satisfazem.

J, |= Cube (a) mas I, |# Cube (a)

Mas a interpretagao I, € um pouco “estranha”, ja que indica que o objecto a €
simultaneamente um cubo e um tetraedro.
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Interpretacdo de Proposigoes Elementares

Exemplo

Consideremos a linguagem dos blocos L, restrita as constantes a e b, e aos
predicados Cube, Tet e =.

Para esta linguagem L, podemos considerar uma interpretagéo:
J:{Cube(a) =T, Tet(b) =T, a =b }

Tal como anteriormente esta interpretacao I é igualmente “estranha”, mas por outras
razoes.

Dado o nosso conhecimento do mundo dos blocos, nada impede que um bloco a seja
um cubo e um bloco b seja um tetraedro. No entanto tal nao pode suceder se ambos
forem o mesmo bloco!

Os exemplos anteriores mostram que nas nossas inferéncias e raciocinios usamos
algum conhecimento adicional, nomeadamente ao limitar as interpretagcdes que
fazemos as que nos parecem fazer sentido no contexto em que estamos inseridos.
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Operadores Composicionais

Até agora temos estado a considerar apenas formulas elementares com um unico
predicado. Mas qualquer linguagem minimamente expressiva inclui operadores
l6gicos, pelo que poderemos analisar as definicbes anteriores para féormulas de 12
ordem (FPOs) que incluam estes operadores.

Em particular, o operador de negacéo € um operador “funcional”. Sabendo o valor de
verdade da formula ¢, o valor de verdade da negacgao dessa formula € sempre o
oposto, como se pode representar através da seguinte tabela de verdade.

o | -¢
Vv F
F Vv

Assim sendo, nunca poderemos ter I = { Tet(a), ... } |= - Tet(a) pois qualquer
interpretacao que satisfaca Tet(a) (e os outros predicados de J) nunca podera
satisfazer a formula - Tet(a).

Sera que todos os operadores que introduzimos nas nossas FOPs, provenientes da
linguagem natural gozam da funcionalidade do operador de negacéo?

22 Setembro 2016 Logica Computacional 6



Interpretacdo de Proposigoes Elementares

Exemplos
1. A Maria foi para casa e tem fome.
2. A Maria foi para casa porque tinha fome.

- Em geral, se um operador for funcional o valor de verdade das componentes
determina o valor de verdade da frase composta.

- No primeiro caso a frase € verdadeira se e apenas se ambas as componentes forem
verdadeiras — E verdade que “A Maria foi para casa e tem fome” se e apenas se for
verdade que “A Maria foi para casa” e que “A Maria tem fome”. Desta forma
poderemos considerar que o operador de conjungao “e” € um operador funcional.

- No entanto no segundo caso as coisas sao mais complicadas. Mesmo quando seja
verdade que “A Maria foi para casa’ e que “ A Maria tem fome”, sera que podemos
avaliar se “A Maria foi para casa porque tem fome™?

- Como o valor de verdade da frase composta pode ser Verdade ou Falso, o operador
de “justificacao” (porque) ndo € um operador funcional !
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Interpretacdo de Proposigoes Elementares

- Assim, apenas consideraremos nas linguagens de 12 ordem operadores funcionais,

como sao os operadores de negagao, conjungao e disjungao, com as tabelas de
verdade abaixo.

Negacao (=)

o | -9

\' F

F \Y

Conjuncéo (A) Disjuncéo (v)

O @ [ dA@ b @ | dve
V V v V V \'
V F F V F \Y
F V F F V v
F F F F F F
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Interpretagoes Tautoldgica e Ldgica

- Podemos agora utilizar uma definicdo mais formal e precisa das interpretacdes que
utilizaremos.

Interpretacao
Uma interpretacao J da Linguagem £ (ou valoracdo V é uma fungdo que atribui a
cada férmula basica de L o valor Verdade ou Falso.

Numa interpretacdo I, o valor de verdade das formulas -¢ , dpa@ e ¢vo, €
determinado pela aplicagdo dos operadores funcionais —=, A e v aos valores de
verdade das férmulas ¢ € ¢ nessa interpretacao 1.

Interpretacao Légica
Uma interpretacao légica I, da linguagem L € uma interpretagdo que
adicionalmente satisfaz as propriedades do predicado de igualdade.
i.  Uma férmula ¢ = ¢ pertence a qualquer interpretacao logica I,

ii. As formulas ¢ e ¢ deverado ter o mesmo valor de verdade numa interpretagao
|6gica I, se uma se puder reduzir a outra através de substituicdo dos seus
argumentos induzida pelos predicados de igualdade dessa interpretacao J,.
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Interpretagdo Analitica

- Podemos ainda utilizar interpretacdoes mais restritivas.

Interpretacao Analitica
Uma interpretacédo I, num dominio de aplicacdo /A é uma interpretagao analitica (ou
analdgica) se € uma interpretacado légica que adicionalmente satisfaz as restricdes
assumidas do dominio A que se pretende representar.

- Esta definicao € pouco formal, ja que nao definimos rigorosamente quais as
“restricoes do dominio A”, que dependem naturalmente desse dominio. Podemos
precisa-la um pouco mais para um dominio concreto.

Interpretagcao TW
Uma interpretacao I, (Tarski World) € uma interpretagao logica que adicionalmente
satisfaz as restricbes assumidas no mundo dos blocos.

- Informalmente essas restricbes impedem que um bloco tenha duas formas ou
tamanhos, que um bloco esteja em duas posi¢cOes distintas ou que dois blocos
distintos ocupem a mesma posicao, ou que satisfacam predicados relacionados.

- Formalizaremos estas restricdes mais tarde. Por ora ilustraremos as definicdes com
alguns exemplos.
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Interpretagoes Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

Exemplos

J,;: Cube(a) =V, Cube(b) =V
€ uma interpretagao que ¢ Logica e de Tarski.

J,: Cube(a) =V, Cube(b) = F, (a=Db) =V
€ uma interpretacao possivel, pois nao se entrando em conta com as propriedades
da igualdade, nada impede que o bloco a seja um cubo mas o b nao o seja. Nao € no
entanto uma interpretacgao l6gica, pois sendo a e b 0 mesmo objecto, eles tém de ter
as mesmas propriedades. Obviamente nao € igualmente uma interpretacéo de Tarski
(por ndo ser uma interpretacao logica).

J;: Cube(a) =V, Tet(a) =V
€ uma interpretacdo que € logica mas nao de Tarski (um bloco n&o pode ter duas
formas!)

I, Cube(a) =V, Tet(b) =V, (a =Db) =V
€ igualmente uma interpretagdo logica, pois nada impede um objecto (com dois
nomes) de ter duas “propriedades”. Mas nao € uma interpretacao de Tarski, que nao
permite que um objecto tenha duas formas (as “propriedades”) distintas.
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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

- Com a formalizacao do conceito de interpretacdo poderemos formalizar as nocdes de
consequéncia tautoldgica, l6gica e analitica, qualificando as definicbes anteriores.

|=r7 Validade / Consequéncia Tautolégica

Um argumento € valido tautologicamente se a conclusdo é verdadeira em todas as
interpretagcoes que satisfagam as premissas. Neste caso diz-se que a conclusao é uma
consequéncia tautolégica das premissas.

|=roValidade Logica / Consequéncia Logica
Um argumento é valido logicamente se a conclusao € verdadeira em todas as
interpretacoes loégicas que satisfacam as premissas. Neste caso diz-se que a
conclusdo € uma consequéncia légica das premissas.

|=rwValidade Analitica / Consequéncia Analitica
Um argumento € valido analiticamente se a conclusao € verdadeira em todas as
interpretacoes analiticas que satisfacam as premissas. Neste caso diz-se que a

conclusao € uma consequéncia analitica das premissas.
Nota: Por omissao, assumiremos que o dominio € o mundo dos blocos.
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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

- Pela sua definicdo podemos constatar que existe uma relagao de inclusdo entre o
conjunto das interpretagcdes genéricas, logicas e analiticas, dadas as restricoes
adicionais que se foram colocando nessas defini¢des.

Nota: Iremos geralmente usar I, I+, e Iy, para denotar respectivamente interpretacoes
genéricas, logicas e de Tarski.
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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

Exemplos

Al. {Cube(a), Tet(b)}|=,; Cube(a)A Tet(b)

Se as premissas sao verdadeiras entdo a conclusdo, que deriva da aplicacdo do
operador Booleano A as duas premissas, também é verdadeira. Mais formalmente

VI: I|= {Cube(a), Tet(b)} = ] |=;1 Cube (a) A Tet (b)

A2. {Cube(a), a=b}|=;, Cube (b)
Se as premissas sao verdadeiras entdo a conclusao deriva da aplicacao das
propriedades da premissa de igualdade na outra premissa. Assim a conclusao é
consequéncia logica (e analitica), mas nao tautologica.

VIfo: Ifo|= {Cube (a), a=b} = Ifo |=ro Cube (b) 4

VI: I |={Cube(a), a=b} = I |=¢ Cube (b) ?
Se nao considerarmos a premissa de igualdade ou, equivalentemente, se renomearmos
os predicados para nomes de que ndo conhegcamos o significado, nada poderemos

concluir. E sempre possivel existir um objecto a com a propriedade C e que estd numa
relagdo Eq com outro objecto b, sem que este tenha a propriedade C.

Il={c(a), Eq(a,b)} = I |= C(b) 2?7
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Consequéncias Tautoldgicas, Ldgicas e Analiticas

Exemplos

A3. {Cube(a), a=b}|=;,; ~Tet(b)
Sendo as premissas verdadeiras sO se pode estabelecer a conclusdo através de
restricoes do mundo dos blocos: Um bloco, pode ter dois nomes, mas ndo duas formas
distintas.
VI Iry|= {Cube(a), a=b} = I, |=-Tet(b) /

= VI Ifo|= {Cube (a), a=b} = ]fo |= -Tet(b) 2
Mesmo considerando as propriedades da premissa de igualdade, a conclusao s se
estabelece pelo conhecimento que um cubo ndo pode ser um tetraedro. E sempre
possivel existir um objecto com nomes a e b, com a propriedade C e que goza da
propriedade T.

Irol= {C(a), a=b} = Iz, |7 -T(b) ?

No entanto se C e T representam formas distintas no mundo dos blocos, se um bloco
tiver a forma C claramente ndo podera ter a forma T.
Obviamente se a conclusao n&o é consequéncia légica, menos sera uma consequéncia
tautologica.
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Consequéncia Tautoldgica ?

- Os exemplos anteriores permitem-nos determinar se uma formula € uma consequéncia
tautoldgica das premissas. Para isso basta aplicar as funcdes booleanas as formulas
elementares que constituem as premissas e a conclusio e eliminar as linhas em que as
as premissas nao sao todas verdadeiras. Nas restantes a conclusao devera ser
verdadeira!

Exemplo:
{Tet(a) v Tet(b), -Tet(a)}|=,; Tet(b) v - Cube(a)

Tet(a) Tet(b) Cube(a)| Tet(a)vTet(b) -Tet(a) Tet(b)v -—-Cube (a)
. V V v i3 L A A
— N i i A A

=2 E 3 "2 E S
= ¥ ¥ .2 F v

F v v v v @F

F v F v v v

S S 2 3 3 e
g m m F 1z 3z
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Consequéncia Tautoldgica ?

- Na realidade, para determinar se uma férmula € uma consequéncia tautologica das
premissas, deveremos considerar todas as combinacdes de valores de verdade das
varias féormulas elementares.

- Assim sendo o seu “significado pode ser ignorado e as formulas elementares
substituidas por simbolos predicativos sem argumentos.

- Exemplo: ({Tet(a) v Tet(b), -Tet(a)}|=,, Tet(b) v - Cube(a)
{ A Y, B, -A Y=g B v =-C
com A =Tet(a) B =Tet(b) e C =Cube(a)

A B C A Vv B - A Bv =-C
i V V V 3 A
=V v 3 v T v v

= 2 N s 2 S
—V : 3 : 3 : 3 v

= A
o< <
Hoa o<

mH < < 4
% < <
< H

|

"
A
N
A
N
A
N
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Consequéncia Ldgica ?

- O “algoritmo” anterior podera ser adaptado para determinar se uma férmula € uma
consequéncia logica.

- Para isso bastaria (?) eliminar adicionalmente as linhas que nao correspondem a uma
interpretacao logica (i.e. nao satisfazem as propriedades da igualdade) !

Exemplo:
{Tet(a), a = b}|=;,, Tet(b)

Tet (a) Tet (b) a= Tet (a) a=b Tet (b)

v v v \"4 Vv \"4
o N 2 N 2 N—

V F V v v F ?
— = 2 = = —

E YA v P

E \z i E i X

3 o —\F V— F
—F 2 2 E E 3z
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Consequéncia Analitica?

- O “algoritmo” anterior podera ainda ser adaptado para determinar se uma férmula é
uma consequéncia analitica.

- Para isso bastaria (?) eliminar adicionalmente as linhas que nao correspondem a uma
interpretacao analitica (i.e. ndo satisfazem as propriedades dos mundos dos blocos) !

Exemplo:
{Tet(a) v Tet(b), ~Tet(a)}|=, — Cube(b)

Tet(a) Tet(b) Cube (b) Tet (a) vTet (b) —-Tet (a) -~ Cube (b)
—¥ ¥ ¥ ¥ F —
E—— v T v T v

N i3 & V = —F

N 3 T v i v
_ 3z 3z 3z 3z m ?

F \V\_/F v v v

3 ¥ —V F V—
—F F F E 2 -
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Complexidade

Apesar de permitirem determinar, em casos simples, se uma formula é uma
conclusao (tautologica, logica ou analiticamente) valida de um conjunto de premissas,
a aplicagao dos algoritmos em geral levanta problemas varios.

No caso de consequéncias tautolégicas, coloca-se uma questdo de complexidade.
Havendo k formulas elementares, teremos em geral de analisar 2k combinacdes de
valores de verdade, o que torna o método “intratavel”.

k

1

2

5

10

20

30

40

50

60

kZ

1

4

25

100

400

900

1600

2500

3600

2k

2

32

1024

1.049E+06

1.074E+09

1.100E+12

1.126E+15

1.153E+18

1ms

1seg

20 min

13 dias

36 anos

36 mil anos

Este € um dos problemas classicos do estudo da complexidade em computacio.
Informalmente este problema pertence a classe dos problemas NP-completos, cuja
solugao requer um numero exponencial de passos para a sua resoluc3io.

Para a derivagao de consequéncias logica e analitica, o algoritmo seira ainda mais
complexo, pois haveria que analisar quais as linhas a eliminar.

Assim, estudaremos adiante como determinar a validade das consequéncias logicas
(e tautoldgicas) através de demonstragées num sistema formal.
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